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周辺を数個の点で固定された周辺支持円板の振動解析
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The natural frequencies and the mode shapes of a simply supported thin circular plate with 
several c1amped points are determined by two methods. A partial differential equation is solved 
using Fourier series of Dirac's delta function first， and then a partial integro-differential equation is 
solved using eigenfunctions and eigenfrequencies of a simply supported thin circular plate. 
If the bending moments at the c1amped points for free vibration are considered as 
harmonically excitation moments with unknown amplitudes， a periodic solution of forced 
vibration of a simply supported thin circular plate is obtained. Using the constraint conditions that 
the slopes of deflection must be zero at the c1amped points， simultaneous equations with respect to 
the unknown amplitudes of moments are obtained. 
The frequency equation is obtained from a necessary and sufficient condition for existence of 
the non-trivial solutions. 
Key Words: Eigenfrequency Analysis， Modal Analysis， Free Vibration， Influence Function， 
Integral Equation 
1. まえがき
鉄道車輪や丸鋸の騒音防止のために中央部分固定，
外周自由，一点で支持という円板の回転状態、の振動
解析が 1970年代後半から盛んに行われてきた[1)-
その後，情報機器が振動する環境で使用されるよ
うになり，フロッピー・ディスクの力学モデルとして，
やはり中央部分固定，外周自由，一点支持の同転円
板の振動解析がますます盛んに行なわれて来た [6)
-)]では，これらとはl直接には関係なく，いくつ
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かの点で支持された円板の同有振動数解析も行なわ
れてきている[20)-[23)
文献[2]，[22]を除くいずれの論文も，周辺自由の
円板の運動方程式を偏微分方程式で表現し，一般解
を導いている.すなわち，支点反力を未知の集中調
和外力に置き換え，それをフーリエ級数で表して強
制振動の解を求め，その後，支点の変位が常に 0と
いう拘束条件を用いて連立代数方程式を導いている
その代数方程式が非自明解をもっ必要卜分条件から
振動数方程式を誘導し，固有振動数と固有振動モー
ドを求めている.
これに対して，久松らは，グリーン関数の概念を
用いて中央位liE，周辺t'1rBおよび問辺 l点支持の円
板の解析を行い[2) lLJ川らは，久松らと同様の手法
で，支点の位置， f凶数，支持条件に無関係な解法を
示している[22) いずれも巧みな方法である.
その後， 1995年の兵庫県南部地震による機械や構
造物の被災調査を契機として，ボルトで締められた
構造物の振動解析がfijび、注日されるようになってき
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ている.特に円筒状構造物に円板がボルトで締め付
けられている様な場合，それを簡単にモデル化する
と周辺多点同定の周辺支持円板になる.これについ
ては集中力をフーリエ級数に展開し，有|保安ぷ法で、
解いている木村らの研究が見られるね度で12.t] 卜分
に解析されているとは言えない.そこで，本報では
同辺を数人目で固定された周辺支持 ~Jj似のI，'ilイ{tM動数
と正規固有関数を次の 2通りの右‘法で求めている.
第 1の方法:Jr!iJ辺支持という境界条件は，変位が
0，曲げモーメントがoという式で、表され， [liiE点で
は，これに未知の集rf 111げモーメントが付JIされる.
よって， rHIげモーメントの条{午式にディラックのデ
ルタ関数が合まれるので，それをフーリエ級数に民
間して振動数)J程式を誘導する)j法.
第2の方法:比較的簡単に求められる川辺支持fJj
板の[li有振動数と正規直交固有関数(完全系)を用い
て，周辺数点固定の周辺支持円板の凶有振動数と正
規固有関数を求める計算方法.
2.第 1の方法
いま，ヤングギ E，ポアソン比が1.1，街度がρ，
Nさが}"、j':作が αの円阪があるとすれば，それの
)~:回転状態での運動}j程式は，村民時株で
吉山.tu= 1 (1) 
のように友される.ただし uはfIJ板に垂直方1(1]の
変位 rは半径方向の距離， 。は円板に[liJiEされた
座標系での角度，そして
C4E}，2 
-12p{l-v2 ) 
である • 1は外}Jである.
固有振動数や[lfi1有限!数を求める場介は，1=0とし，
解を次式のように置くことができる.
u(t，r，e) = U(r，e)COSωt 
(R(r)C山 OSωt
R(r )sin ne cosωt 
N-2 N-l 
(2) 
r 
lき11 周辺を数点で同定された周辺支持円板
すると Rの-般解は
Rn (z) = An J n (z)+ B n N n (z) 
+C"ln(z)+DnKn(z) 
となる.ごとに
~rw =Z 
C 
(3) 
(4) 
J"や)は%n次第 1種円柱関数(狭義の Bessel関数)，
NII(z)は第fl次第2種円柱関数(Neumann関数)， I，(z) 
は第 1l次第 1種.変形 Bessel関数，そして K"や)は第 1l
次第 2稀変形 Bessel関数である.
すると，式(2)のU(r ，8)の a般解は
U" (r，e) = cosfle{A"J n (z)+ B"N" (z) 
+ C" 1 " (z)+ D" K" (z)} 
+ sin fl e {A~ J " (z ) +B ~N" (z ) 
+C~/，， (z)+D~K，， (z)} 
(5) 
としなければならない.係数A"， B" ， C" ， D"および
ωなどは境界条件によって定められる.
まず， z = 0のとき NII(O)= K，(O) =∞となるので，
ljl界が外周だけの場合，z=Oで変位が有限であるた
めにはBI=D" =B'" =D'" =0とならなければならな
い.よってこれ以降は
日(r，e)=cosfle{A"J"(z)+C，I，(z)} 
+ sin fle{A~J" (z)+ Cμ" (z)} (6) 
とおく.
いま考えている周辺支持円板の場合，r = aで変枕
カ-¥0ということより，
u (t， r， e ) = 0 (7) 
これが1， θに無関係に成立するためには
R，，(λ) = 0 (8) 
となる.ただし，
竺ぷ)=λ (9) 
C 
R，' についても[rij様の式が成立しなければならない
これらより
A"J n (λ)+C"I，，(λ) = 0 (10) 
A~J n (λ )+C~/，，(λ)=0 (11) 
が得られる.
また，周辺の数点で固定されているので， ~iJ ，宵振
動の状態では，同定点には接線軸まわりの周期的な
集1/r 1[1げモーメントが作用する.従ってそれはデル
タ関数で表現される.
仮に θ=0にのみ[d[定点があって，その曲げモー
メントをM cos ωtとすると，r = aでのモーメントの
分布は 0関数をフーリエ級数で展開することにより
δ(θ • I _ _ _ .." 1 ぶてー ヲ:E" COS flθ (12) 
a LJUl ，=0 
となる.ただし， e 0 = 0，ん=2 (nと1) (付録参照). 
これと[1tJげモーメントのつりあいにより，
-DP+vrt+去手)}I，="
(13) 
=Mc∞OSωωt2:εE" CωOSIl 
n=O 
が得られる.
liM定点が，円周をN等分したθ=i2π/N ci = 0，1， 
…，N-l )にあるとすれば，式(13)は次のように書ける.
lO2filauldull 一一 -+VI-一一+一一一一一 I~I 
ar 2 l r ar r 2 a e 2J 1
N-l 
= ，LMi COSωt (14) 
合n(…芋…e+ sin Il子川
この右辺はnについての総和であるので，右辺の U
もnについての総和にしなければならず，角平 U を
u (t， r， e)= COSωt 2:U" (r，e) 、??? 、?????? 、
のように置く.
式(14)が時間 tに無関係に成立しなければならな
いので，式(14)を次のように変形する.定義式(4)(9) 
を参考にすると
ニra 2U H ( 1 au H 1 a 2[人口|
ラ J一一一一一+VI-一一一一+一一一一一一一 I~I 
止でもIaZ 2 I Z 位 Z2 ae2 )[/ λ 
，.2 N-l 
=一云-::}:Mi三(16)
U ωi=O 4.1叫
×しl∞SIl笠 COSlle+山 F12主sinne i 
，，~O '"¥ N N 
c2 1 
のようになる.以後一一一M;-一ーを改めてMiと書
Dω . 2na 
き直すことにすると，
ュra2uH (laUM 1 a2uM¥11 
予 J一一一一一+VI-一一一一+一一一一一一一一 I~I 
n":'O 1 az L. l z az z L. a e L. J 11λ 
N-l 
= ，LMi }:En (17) 
x( COS守COSlle+ sin n子川
Il=Oの成分が時間tに無関係に成立するためには
AO十λ2J 0 (λ)+ (Iー V)AlJ (λ)} 
「 】 N-J
+C。い210{λ)一(1-v)AlJ{λ)}=λ22:Mi (18) 
COSIlθの成分が時間 tに無関係に成立するためには
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A，[一山n(λ) + (l-v川一肌(λ)+Aln+1(λ)}]
+Cn[一九(λ)+ (1什 n{n-1)1 n (λ)+Aln+J{λ)}] 
N -1 ゥ明.
=2λ“2:Mi∞SF17 
(19) 
sin nθの成分が時間 tに無関係に成立するためには
A~ [-λ2Jn(λ)+ (l-v ){n(n -1)川λ)+Aln+1(λ)}]
+C~[- λ2 1 n (λ)+(I-v){仰 -1)ん(λ)+ Al n+l (λ)}] 
N-l ヴ押4
4 4 2苫ν凡Mわ¥1κい削刊iバ川S討叩inn奇予二
(20) 
でなければならない.
以上の式(10)(11)(18)(19)および(20)より係数AIl等
をMiを用いて表すことができ，解(15)を求めること
ができる.ただしまだ未知数Miを含んだままである.
ところで，同定点では、r~径方向の傾きが 0 でなけ
ればならないので，
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(21) 
まず，n = 0については
AOJ O(λ)+Colo(λ) = 0 
AO {-λ2 J 0 (λ) + (1-V )Al 1 (λ)} 
+CO{九 (λ)-(1-V )Al1 (λ)}=λ22νt 
(23) 
(24) 
これより，
AO =山 02Vi，Co=λ2CO-2:Mj 
N-l 
とおく.ここでao，C。は次のようになる.
an =_!JJλ J o(λ) 。=ー -F，co「「
企=ん(λ){λ210(λ)-(1-V)Aljい)}
-10 (λ)十山。(λ)+ (1-V )Al 1 (λ)} 
次に n孟1については
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AnJ n (λ)+C，'!n(λ) = 0 (25) 
An[ーλ2Jn{λ)+ (1-v){Il(n -けん(λ)+ Al n+1υ)} ] 
+CJ-λ21 n (λ) + (1-けいい一川λ)+札 lい)}] (お)
N-I ヴ押4
442Mi…7 
これより
N-I ヴ押4
An 九 2MiCOSH7
N-I 今市・
Cn 九三Mi…す
.."，.. ~，.，..，. 
'-'-v、ー
2In{λ 2J n (λ) 
a.. 一一一一一一一-.C 一一一一一一一-
d. d. 
企=J n (λ)[λ21 n (λ)+(l-v) 
同様に
×い(n-1)/ n (λ)-}Jn+l(λ)}] 
一以λ)[-λ2Jn{λ)+ (1-v) 
×い(n-1)Jn(λ)+ ，u n+l (λ)} ] 
A;J n (λ )+C~/n(λ) = 0 (27) 
A;， [-山n(λ)+ (l-v ){n(n-1)川 λ)+，un+l(λ)}] 
+ι[一九(λ)+(l-v){n(n-りん(λ)+λJn+1 (λ)}] 
N-I ヴ司.
=2λ.4Mi sinnす
(28) 
N-l 今市・
4=ハ;2)MiSinnす
N-l 今市-
c;=山三Mjsinnす
ここにι，c;は上のan， cnと同じ.
以上より，式(22)は
叫(い川叶(λ)}
叶シn山 n+l(λ)}1 cosn字ZMICOSH手
+[a.{;アかいん川n(山
F今予押市.;N-l 〆今ヲ押J
×Sinn72Mi siM予
= I[{-anJn+1(λ)+cnln+l(λ)} 
'")~ N-l 今ーJ
×cosn72MiCOSF17 
+{-anJn+1(λ)+cnln+l(λ)} (29) 
ヴザ;N-I ヴ司.
×Sinn72MISinnす]=0 
( j = 0，1'・'，N-1) 
となる.手1の)1白子を変史して
N-I 坦「 ヴザJ 今一J
アjfIヱlmn1mF1竺i"':() 'n~ol N N 
x{-anJn+l(λ)+cnln+l(λ)} 
ゥー・ 2ni r ，.¥1 + sin 1ユ smIl一 {-anJ附 1(λ)+cnln+l(λ)}I N N'" "T" ， ，，"， T" 'J I 
N-I ∞ 2JT(jー i)
=2MI2cOSF1{-aJn+l(λ)+cnln+l(λ)} 
i"':eJ 
. n~O N 
= 0 ( j = 0，1， ..，N -1 ) (30) 
のようにおき，さらに簡単のために，これを
N-l 
2Mh=() 
( j = 0，1，"'， N -1 ) 
とおけば Mjの存在条件より
山仇)=0 
が得られる.ここに
(31 ) 
(32) 
ぷ勾(j-i) 
リ=更 Sn N{-anJn+1(λ)+cnln+1(λ)} 
このように非常に複雑な過程を経て，複雑な振動数
方科式が得られる.
3.第2の方法
もっと簡中.に振動数方程式を誘導するために，今
度は式(1)の a般解を用いるやり方は採用しないで，
別の形の運動方程式すなわち影響関数を用いた偏微
分方程式を採用する.
円板の強制振動の運動方程式は一般に，境界条件
がどうであれ，線形である限り次のように表現でき
る.
u(r，O，t) = ic:Jr foG(け;日)
. ri2'J 1 (33) 
x ~f(g，~， t)-m(g，~)ニ子 ~gdgd~
dt“ l 
ただし，積分の範l片Iは円板の全域であり，m(去" ) 
は中小t:[古j隙あたりの質量， r，Oヲと，乙は位置を表す傾
F~~e{， G(r，O; c ，  )は与えられた境界条件で決まる
影響関数，f ( c ，  ，t )は外力である.
[L'iIA点がある場合，日l定点では円板に雫jf{な集11
}]と、1':.径制iまわりの集中曲げモーメント，および川
似の肢線制hまわりの集中曲げモーメントを受ける.
-般に}jf(r， e ，t)，半径軸まわりのl甘iげモーメント
Mr(r， () ，t )，接線制lまわりのrHIげモーメント Mρ(r，
() ，t )が作川する川板 (r~12 参 11な)の場-介，運動ノ1- fJl!
式はよ(33)を拡張して，
u(け ，t ) =foJT fo G uf(け;μ)
×(f(UM7jMMZ 
+ foJT五Gur(け;~，?;)M r(~ ，?;， t附d?;
+ foJT foGu θ(け;~，?;)M θ(~，?;，t )~d~d?; 
(34) 
のようになる.ただし 簡単のために回転慣性を無
視している.ここに積分変数とはrと同じく半径で
あり，積分変数三はθと同じく角度である.また，
G uJr， 8 ; c，  )は，座標(c ，乙)における力と(r，8) 
における変位との問の影響関数，
Gur(r，θ;と，， )は，座標(と，， )における半径軸まわ
りの曲げモーメントと(r，θ)における変位との聞の
影響関数，
Guo(r，8 ; c，三)は，座標(と，， )における円周接線軸
まわりの曲げモーメントと(r，θ)における変位との
聞の影響関数である.
r方向の傾き u，.(rヲ8，t)とθ方向の傾き u(1 (r， 8 ，t) 
に関する運動方程式は，それぞれ式(34)をr，8で偏
微分して
U r (r， e， t)= foJT fo G rf(け ;μ)
×イ十(十f似(
+ foJTπ五G久r(け;~ ， r; )M r (~， r;， t )~d ~d r;
+ foJT foG rO (r， e;~ ， r;)M θ (~ ，r;， t法d~d?;
u e (r， e， t)= foJT fo G sJ (け ;μ)
x~f(山)-ph45dSdC
(35) 
dt<-J (36) 
+ foJT foG砂 (r，e ; ~ ， r;)M r (~ ， r; ， t )~d ~d r;
+ foJT fo G 00 (リ;~，r;)M e (~， r;，t片付dr;
y 
Mυ 
o ¥ 7' ..，. x 
区12 )主椋系と曲げモーメン卜
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のようになる.簡単のためにcoot))/U) 
Ur(θt) 1= u(rθt) 1M叶f(~，r;， t)
ue (r，θ，t) ~Mo(ι r; ，t ) 
(G;:) Grf Gr GrO I =G(r ， e;~ ，r;) 
GDI' G~ GDfJ I 
(Ph O0 o 0 0トo 0 0 
とおけば，ベクトルと行列を用いた運動方程式
u(r，e，t)= foJT foG(r ， e;~，r;) 
X {f(μt) -m主}Ms (37) 
が得られる.ここに，G(r，θ;と" )は対称性を有し，
G(~，r; ;r ヲ e)=GT(r ， e;~ ，r;)
が成立する.
式(37)に対応する同次偏微積分方程式
2JT 11 _ I d 2U u(r，e，t)= _c CG(r ， e;~，r; )m v : ~d~d r; (38) … dt . 
の解を
u(r，θ， t ) = V (r， e ) cosω，t (39) 
とおくと，
V(リ )=ω2foJT foG(リ ;μ)mV (~ ， r; )~d ~d r;(判)
が得られる.これは，周辺支持円板の固有振動数と
固有関数を決定する式であるが，ここでは偏微分方
程式で求められる固有振動数ωni. 正規固有関数
九i(r，8)を用いることとする.周辺支持円板のそれ
らは既知であるので，具体的な形を示すことは省く.
いずれにせよ，式(40)に節直径の個数を表す添え字n
と，節円の個数を表す添え字iをつけることにより
引け)=ωn/foJr foG(リ;と，r;)mVni (~， r;活d~d?;
(41) 
および，重み付き正規直交の式
foJT fov山吉，r;)mV mj (μ ほd~d r;= d nm d ij 必)
が成り立つ.ここに Onm' Oりはクロネッカーの 6
を表している.
今の mの場合.Vni(r， 8 )の第 1要素を Vni(r， 8)と
おけば，式(41)(42)は
ん(け)=ωni
2 foJT foGuf (r，e;μ(41)' 
× ρ~Vni (~，?; )gd~d?; 
dfπ五九ん川iぺ(伝ど“，r; )にκ凡n可j(~ 
のようになる.
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4.周辺数点固定の周辺支持円板の場合
さてここで，固定点を円周上に限定し，その座標
をr=aおよびe=九 ;k=1，2，"'，Nとし， li/定点から
円板が受ける半力をf(α，e k，t) (ただし U と同じI(J
きの力を正とする)，山げモーメントを Mr(aラ()k ，t )， 
M()(a， e k，t)とすれば，同定点での拘束条件は，
u(a，8k，t)=0 (43) 
au(a，8k，t) (44) 
ar 
au(a，θk ，t) 
(45) 。
である.これらのうち式(43)と式(45)は，周辺支持と
いう境界条件により満たされているので，考慮する
必要はない.従って，力f(a， e k，t )も曲げモーメン
トMr(a， e k，t)ももはや考慮に入れる必要はない.
とりあえず，一般の運動方程式(37)の解を
u(r，8，t) = L Lψni (t )V ni(r， 8 ) 
とおくと，式(37)は
LLψni (t )V ni(r， 8 ) =foJr五G(久川， ~) 
X {f(山 )-miiidFjfiVFtif叶仰と
のようになる.ここで外力である集中反力を
N 
f (~ ， c ， t ) =L Fk (t)δ (~-a)ð(Ç -8k) 
(46) 
(47) 
(48) 
と表し，式(47)の両辺に左から rVmjT(r， e)mをかけて
rと0の全域にわたって積分し，式(41)(42)を利用す
れば
N 
1tmj +ωmj2ψmj = IFk T(t)Vmj(a，θk)a (49) 
が得られる.この式の右辺は
aVmi(a，8k) 
仇j+ωmj2=2Mo(MKJ)jar a (叩)
のように書ける.
固有振動を考える場合，
M e (a，8k ，t)= Ak COSω(51 )
と置くことによって，式(50)の定常周期解は
立。Vmi(a，8k)
ψmj 7 ウど ---aAk cosω(52) 
α)mj αk=l UI 
となる.こうして回定点仇での傾きの式(44)により
。u(a，θゎt) ∞∞ 1 aVmj(a，8p)。r=22223m=() j=OωmJ ーω υ
~ aVmi (a，8k) . ハ
x )' aA，. cos ωt =り
(53) 
か ar
u =1，2，.，N) 
と表される.これが時間に無関係に成立するために
は
N ∞∞ 1 aVmi (a，仇)aVmi(a，8k) LAk L L~ω2 町afml k=O 
k=l m=O j=()ωmj-ror 
u =1，2，"'，N) (54) 
簡単のために，これを
N 
Lb1kAk = 0 (p = 1，2，・.，N) (55) 
∞∞ 1 aVmj (a，θ1) aVmj (ムθk) 
b{k = L L フ m
1 =0 j =0ωmjf4ーω2 ar ar 
とおけば， Ak;o! 0となるための必要十分条件は，連
立方程式の係数行列式がoとなること，つまり
det(b1k ) = 0 (56) 
である.これが円周 LのN点で固定された周辺支持
円板の振動数方程式である.方法 1と比較してかな
り簡単に誘導できることがわかる.
これによって固有振動数ωが決まれば，それに対
応するAkの大きさの比が式(55)から決まり，固有関
数が求められる.
5.数値計算例
本報では半径aの周辺支持円板を，いくつかの点
で固定した場合の 固有振動数と同有振動モードに
ついての計算結果を示す.数値計算は無次元のパラ
メータを用いて行うのがよいので，方法2の計算に
おいて次のような記号を定義する:
三五ni λni 三、r;;=Q ， ~=r 
c c a 
同定点で、の正規固有関数の値Vni(a，8k )を無次元
にして
aJ瓦Vni(a，8k ) =にi(1，8 k ) 
とおくと，振動数方程式(54)は，
{∞∞ 1 aVmi (1，8 f ) aVmi (1， 8 k)i 
det12244J J | 
(m=Ol=oλml-Q4OF aF) 
のようになる.これを簡単のために
(57) 
det(bfk ) = 0 (58) 
とおく.
以上の振動数方程式より無次元固有振動数Qが求
まれば，固有振動モードを求めることができる.以
下に方法 1，方法2の両者の数値計算結果を示す.
5.1方法1の結果
振動数方程式(32)の係数行列式の要素 bijは無限和
で表されていることから，有限項の和で近似計算し
ている. {f~l~Jíi の不~Iで近似計算することで. I山|イ振
動数の仙:はJ(i数によって変化する.そこで次の以に
1:. 2Jr(j -i) 
り =2COSH N{-GF1JF1+l(λ)+C/lI/I+l(λ) } 
bijのJfi数を Lとして， 3 ，r，I，(I，li定の12J合の 1，ldイn長田j数
と項数Lとの関係を点 lにぷす.I<r!lのLはb1jのJfi
数であり ，mll はモードの次数を表している.また I，~I
有振動数の値は小数!A"S5 N:で四捨五入したものであ
る.この表から，項数が多くなるほど[;Iil有振動数の
伯が小さくなっており， .m数が多いほど厳密解に近
い固有振動数の値が件られていると考えられる.こ
の表からわかるように， [~il有振動数の伯は卜分に l以
来していないが 計算では項数Lを50とした.
次に， 3 ，r!，¥ [;Ii]定の場合を例に振動数方程式(32)の
計算結果を図 3に示す. r文!の縦割IJは det(bij)のM(，横
軸は同有振動数入である.また，実線がJ伝聞j数)J程
式の計算結果であり，破線は周辺支持f1J似のI，id{(振
動数を表している.ド!において det(bij)=Oとなる入が
数点でI，!il定された川辺支持川板の 1，ld有振動数で、ある.
また 3~ 6 }II~(でい1Ji:された場介の同千(振動数の舶
を表 2にノ一氏す. 去二qJのNは[，'d定点数，mllはモード
の次数を表している.
L 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
〆'ー、
:=、
J30 
Q) 
'"0 
友 1 [81{(振動数の収束状況
(N = 3) 
mn 
2 4 
2.5893 3.9360 5.2530 
2.5225 3.8918 5.2026 
2.4848 3.8754 5.1854 
2.4685 3.8638 5.1738 
2.4569 3.8561 5.1662 
2.4454 3.8511 5.1614 
凶3 det( b1j )と入の関係
(N=3 ，L=50) 
6 
5.5784 
5.5549 
5.5416 
5.5358 
5.5317 
5.5277 
λ 
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これらの 1，1i[イi桜田j数は，小数知 51¥/で、IJLJtたh人し
たものであるが，数1ftI r I・1の|際に，小数!A'}5 N:以下
での数Miのわず、かな泣いでI，'ilイ(t1J~P)Jモードが大きく
変化するものが見られた.例えば 3，r，I，u'il:J:で、 2次と
3次 (mn=2とI1n=3) の[，!il釘振動数は点'IJでは[liJ
の 3.8561としているが，数値l汁31の|際， 2次では入
2=3.8560607り61とし， 2:欠では入，=3.8560607962と
している.
こうして求められた回有振動数を述、I忘れ!式(31)
に代人し，方程式の解である Miの比を求め，[，Ii]有振
動数と M1の比より|占l有振動モードが求まる.以ドに
3~6 点固定の同有振動モードをぷす. [><[においてか
っこ内の数'[:はモードの次数，かっこ績の数11f(はI!IJ
有振動数， IJ周 1-.のOは[，'i]Ji:，r，I，( [占IJi¥1，1:(付近の数値
はMiの比を点しており ，eは節の位置を表している.
凶4は， JM辺をて!f:間隔に 3点で[，IilJi::した川辺支持
円板の|占lイ振動数λと[li]イf振動モードを表している.
じ<[5は.}，'rJ辺をて手間隔に 4}.f，¥で、[，MJi:した周辺支持
[1J板の|占l有振動数λと回有振動モードを表している.
l刈6は，川辺を等間隔に 5点で[61Ji:した川辺支持
円板の[，I!l{(振動数入と同作振動モードを表している.
図7は，同辺を等間隔に 6点で同定した周辺支持
円板の[，'11イ(振動数入と固有振動モードを表している.
これら[8[イj振動モードの結果から，節直径を布す
る振動モードにおいては，これについて非対称とな
っているがこれ以外の振動モードにおいては対称と
なっている.また，固定点の増加に伴い振動モード
における節[1¥径と節円のゆがみがなくなり，周辺固
定円板の r~i]1f振動モードに近づいている様子がうか
がえる.このことから固定点が少ないH例え同定点
の影響が大きいと考えられる.
表 2 固有振動数(入)
N 
mn 
3 4 5 6 
2.4569 2.5247 2.5820 2.6388 
2 3.8561 3.9074 3.9541 3.9966 
3 3.8561 3.9074 3.9541 3.9966 
4 5.1662 5.3270 5.2145 5.2568 
5 5.1662 5.5727 5.2145 5.2568 
6 5.5317 6.4171 5.6073 5.6439 
7 6.5006 6.4171 6.4705 6.6536 
8 7.0285 7.0767 6.4705 7.1085 
9 7.0285 7.0767 7.0652 7.1085 
10 7.6154 7.7221 7.0652 7.6663 
11 7.6154 8.5352 7.6800 7.6663 
12 8.4319 8.7090 7.6800 8.5237 
24 
九二2.4569
5.1662 
7.0285 
(2) 3.8561 
5.5317 
7.6115 
3.8561 
(7) 6.5006 
7.6115 
5. 1662 
7.0285 
8.4319 
|χ14 }/i]辺を等間隔に 3}.I¥(で、[ilil:した川辺支持川板のh'il有振動数λと回イf振動モード
(5) 5.5727 (6) 6.4171 (7) 6.4171 (8) 7.0767 
た》ヘ
-i¥ ) 1¥ι」(:ツ_/ 
(9) 7.0767 (10) 7.7221 (11) 8.5352 (12) 8.7090 
~15 周辺を等間隔に 4点
(1)λ 二2.5247 (2) 3.9074 
? ? ?
(3) 3.9074 (4) 
(1)九=2.5820
5.2145 
7.0652 
(2) 3.9541 
(6) 5.6073 
7.0652 
3.9541 
6.4705 
7.6800 
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(4) 5.2145 
6.4705 
7.6800 
図6 周辺を等間隔に 5点で固定した周辺支持円板の固有振動数入と固有振動モード
λ=2.6388 
5.2568 
?
??
7. 1085 
3.9966 
5.6439 
7.6663 
3.9541 
6.6536 
7.6663 
5.2568 
??
7. 1085 
8.5237 
図7 周辺を等間隔に 6点で固定した周辺支持円板の固有振動数入と固有振動モード
また 3'"'-'6点で固定された場合の固有振動数の値
を表 4に示す.表中のNは固定点数 mnはモード
の次数を表している.これらの固有振動数は，小数
第5位で四捨五入したものであるが，方法 1と同様
数値計算の際に，小数第5位以下での数値のわずか
な違いで固有振動モードが大きく変化するものが見
られた.例えば3点固定で2次と3次(mn=2とmn=3)
の固有振動数は表中では同一の3.9265としているが，
数値計算の際， 2次ではQ2=3.92646739とし， 2次で
は03=3.92647028としている.
図9は，周辺を等間隔に 3点で固定された円板の
固有振動数Qと固有振動モードを表している..は
節の位置を友し， 0は固定点を表している. 0は小
数第5位で四捨五入した値を示しているが，図中の
(2)と(3)や(4)と(5)のような場合は，小数第 8位まで
区別して計算している.固定点付近の数値は，式(55)
より求めたモーメント振幅Akの比を表しており，こ
れらより振動の様子が対称か非対称かがわかる.例
えば，図の(2)(5)(8)(10)および、(12)は節直径が存在す
るため，固有振動の様子が非対称となり，これら以
外はすべて対称になっている.
図10は，周辺を等間隔に 4点で固Aした円板の同
有振動モードを表している.
図11は，周辺を等間隔に 5点で固定した円板の同
有振動モードを表している.
図12は，周辺を等間隔に 6点で固定した円板の固
有振動モードを表している.
方法 1の固有振動モードの結果と同じく，固有振
動数の僅かな違いでモードが大きく変化するものが
見られる.これは縮退と考えられる.
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5.2方法2の結果
方法 1と同様，振動数方程式(58)の係数b1kは無限
和であり，数値計算では，周辺支持円板の回有振動
数は無限には求められないので，有限項の和で近似
している.
表3は，等間隔に 3点で固定された円板の第 7次
固有振動数が，計算に使用した m，jの舶によってど
のように変化するかを示したものであり，できる限
り多くの m，jを考慮に入れなければ固有振動数が収
束しないことがわかる.ここでは小数第5位で四捨
五入した値を示している.
本報では，固有振動数が卜分に収束しているとは
言えないが，周辺支持円板の節直径の個数mが 18
まで，節円の(回数jが7までの合計 303個の [Lfi]有振
動モード (1組の(m，j)にsinmθ とcosmeの2種類の
固有振動モードが存在する)を使用して計算してい
る.従って，現実問題として第2の方法は，振動数
方程式の誘導が簡単ではあるものの，予め準備すべ
き周辺支持円板の固有振動数と固有振動モードが余
りにも多すぎ，しかも収束性があまり良いとは言え
ない.
凶8は，式(58)の解を求めるための参考として拙
いた 3点同定(N=3)の場合の左辺のdet(bIk )とQと
の関係を表している.この図において det(b1k)=0と
なる Qが数点で固定された周辺支持円阪の固有振動
数である.
3点固定の場合の第 7次固有振動数
の収束状況
6.8451 
6.7602 
6.7150 
6.6866 
6.6670 
7 6 
6.8622 
6.7753 
6.7294 
6.7006 
6.6808 
5 
6.8854 
6.7962 
6.7492 
6.7198 
6.6996 
4 
6.9189 
6.8262 
6.7775 
6.7471 
6.7262 
表3
6----8 
9----11 
12 --14 
15 --17 
18 [liI1'j・振動数 (0)表4
6 
2.8372 
4.1637 
4.1637 
5.4013 
5.4013 
5.8133 
6.9362 
7.2392 
7.2392 
7.7601 
7.7601 
8.7243 
5 
2.7847 
4.0949 
4.0949 
5.3058 
5.3058 
5.7576 
6.6067 
6.6067 
7.1262 
7.1262 
7.8524 
7.8524 
N 
4 
2.6953 
4.0144 
4.0144 
5.5242 
5.6759 
6.4783 
6.4783 
7.2026 
7.2026 
7.8778 
8.6773 
8.8509 
3 
2.5879 
3.9265 
3.9265 
5.2523 
5.2523 
5.5834 
6.6670 
7.0757 
7.0757 
7.6808 
7.6808 
8.4769 
mn 
??
??????
?
(2 
l司8 det( b1k )と Qの関{系
(N=3 ，m=18 ，j=7) 
1 
?????
(1) Q=2.5879 
5.2523 
7.0757 
3.9265 
5.5834 
7.6808 
(3) 3.9265 
6.6670 
7.6808 
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(4) 5.2523 
7.0757 
??
8.4769 
図9 周辺を等間隔に 3点で固定した周辺支持円板の固有振動数Qと固有振動モード
(1) Q =2. 6953 
(5) 5.6759 
(g) 
(2) 4.0144 
(6) 6.4783 
(10) 
(3) 
(7) 6.4783 
、 、 ，
?，?
?
?
?
? ?
， ，
?
? 、
(4) 5.5242 
(8) 
(12) 8.8509 
図 10 周辺を等間隔に 4点で固定した周辺支持1J版の[Ji[{j・振動数Qと同有振動モード
28 
(1) 0=2.7847 
5.3058 
7. 1262 
-0.382 
(3) 4.0949 
6.6067 
7.8524 
5.3058 
6.6067 
7.8524 
図11 周辺を等間隔に 5点で固定した周辺支持円板の固有振動数Qと固有振動モード
0=2.8372 
5.4013 
??
7.2392 
(2) 4.0949 
(6) 5.7576 
7. 1262 
4.1637 
5.8133 
7.7601 
4.1637 
6.9362 
7.7601 
5.4013 
?
? ?
7.2392 
8.7243 
図12 周辺を等間隔に 6点で固定した周辺支持円板の同有振動数Qと固有振動モード
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円周 1:に数f[~ilの固定点がある周辺支持円板の|占I 1'T
振動数と正規固有関数を求める方法を 2種類示した.
その結果，次のことがわかった.
(1)第 1の偏微分方程式に境界条件を当てはめて振
!IljJ数方程式を誘導する方法は，極めて複雑では
あるが，数値計算自体は第2の方法と比較する
と極めて簡単で，高精度の解をえることができ
る.
(2)第2の方法では，比較的簡単に振動数方程式が
得られる.しかし，予め多数の周辺支持円板の
固有振動数と困有振動モードを用意しておかな
ければ，得られる固有振動数Qの精度は良くな
らない.本論文では節直径数 18，節円数7の合
計303個のモードを使用したが，まだ十分に収
束しているとは言い難い.
(3)回定点の個数Nと固有振動数Qの関係を求めた
ところ，Nの増加とともにQは必ずしも単調に
増加していない.
6.結論ここで方法 1と方法2から得られた固有振動数の
値を比較してみる. 3点同定の場合の両方法で得ら
れた固有振動数を表 5に示す.表中の mnはモード
の次数，Nは固定点数を表しており，入およびQは
固有振動数である. この結果から方法 1 の [~~I有振動
数(入)の値が小さいことがわかる.先ほどの固有振
動数の収束状況を示した表 1および表3から，項数
を多くするほど固有振動数の値が小さくなり，厳密
解に近い値が得られていることを考えると，方法 l
が方法2より高精度であるといえる.
方法 1で得られた結果から，固定点の{回数Nと固
有振動数入の関係を図 13に示す.N=Oは周辺支持円
板を表しており，N=∞は周辺固定円板を表している.
図中の(i ，j )なる形式の数字のうちは節直径の個
数を表し，jは節円の個数を表している.この図よ
り，節直径が0の場合の固有振動数は固定点の増加
に伴い単調に増加していく.一方節直径を有するモ
ードの固有振動数は固定点の増加に伴い必ずしも単
調増加とならないことがうかがえる.
固有振動数の比較表5
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付録1. O関数のフーリエ級数展開
半径 r=aの円周上cx= 0'""2πα)でディラックの。
関数をフーリエ級数に展開しようというのだから，
まず
8刷(いωx刈)=i土必a内nベ子) 付
とおく.この両辺に cos(mx/a)をかけて，xについて
ーπaから πaまで積分すると，
左辺=ιルCべ子引)い卜6州仰(υ伽x
右辺=amι∞S2(竺)の =am{;r∞S2 m8dθ ¥ a J lM:m1 
2amaJr :m = 0 
よって
r 1/aπ :m注 1
a m = i 1/(2aJr) : m = 0 
がえられる.こうして
8仰(い仲x
となる.
半径r=αの円周上 cx= 0'""2πa) をN等分した
点に集中曲げモーメントがあって，それを表すディ
ラックの6関数をフーリエ級数に展開するものとす
(付2)
(付3)
る.
21Mt…十干)
zi{anベ子)川n(子)}
とおく. この両辺に cos仰がりをかけて，xについて
0から 2πaまで積分すると，
左辺=fcmm》i…十一千)政
N-l 今」=ろMi…tcosm予
右辺=amιcoぺ引の=amaιcos2 m8d8 
iM:mと1
2amaJr :m = 0 
(8 =~) 
よって
( 1 N-1 ぅ押J
|てラヱMiCOSω，t cosm三二 :m~1 
I u.n i=O H 
a.. = ~ 
川 N-1|平 ):MiCOSω :m =0 
が得られる.
同様にして
1 N-1 今押J
bm て二-):Mi COSωsinm主二
UJ~ i=O H 
こうして
N-l ヴ司2Mi…中-T)
N-1 =五 ):MiCOSωt): En 
2m / nx ¥ 2m • / nx ¥ 1 
x ~ cosn 一一一 cosl-l+smn 一一一 sml-I~
N ¥aJ N ¥aハ
EO = 0 ，εn = 2 (nと1)
となる.
付録2.周辺支持円板の固有振動数と固有関数
周辺支持円板の固有関数は次式で与えられる.
V凡九ni品
Ismn σ 
ただし，
β Jn(λni! • z = ~rw ーー一一一一ーーー 一ー一ーーー ノ =ー ーー
1 n (λni) ，ー C
Ani:正規化のための係数
固有値λ川を決定する特性方程式は次式のように
なる.
(l-v){Jn(λ)1 n+l (λ)+Jn+1(λ)I n (λ)} 
-2M n(λ)1 n (λ) = 0 
?
?
??
?
??
